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O que é um Sistemas Dinâmico?

• Um conjunto 𝑋 +     uma função 𝑓: 𝑋 → 𝑋

• Órbita de 𝑥: sequência 𝑥, 𝑓 𝑥 , 𝑓 𝑓 𝑥 = 𝑓2(𝑥), … para 𝑥 ∈ 𝑋

• 𝑥 é periódico de período 𝒌 se 𝑓𝑘(𝑥) = 𝑥, com 𝑘 mínimo

• Se 𝑘 = 1, 𝑥 é dito ponto fixo
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E assim por diante ...

Dizemos que um ponto 𝑥 de 
período 𝑘 é atrator se o conjunto 
de pontos atraídos a sua órbita tem 
interior não vazio. 
Tal conjunto é chamado bacia de 
atração.
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Dizemos que um ponto 𝑥 de 
período 𝑘 é atrator se o conjunto 
de pontos atraídos a sua órbita tem 
interior não vazio. 
Tal conjunto é chamado bacia de 
atração.



Mapas Unimodais

Mais geralmente...
Conjunto 𝜔-limite:

𝜔 𝑥 =
{𝑦: ∀ 𝜀, 𝑁 , ∃𝑛 ≥ 𝑁 tal que 𝑓𝑛 𝑥 − 𝑦 < 𝜀}

Bacia de um invariante 𝐴:
𝐵 𝐴 = 𝑥: 𝜔 𝑥 ⊆ 𝐴

Atrator: Conjunto invariante minimal com 
uma bacia “grande”.
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Família Logística

• 𝑓𝑎 𝑥 = 𝑎𝑥 1 − 𝑥 , 0 < 𝑎 ≤ 4



Família Logística

• 𝑓𝑎 𝑥 = 𝑎𝑥 1 − 𝑥 , 0 < 𝑎 ≤ 4



Família Logística

• 𝑓𝑎 𝑥 = 𝑎𝑥 1 − 𝑥 , 0 < 𝑎 ≤ 4



Família Logística

• 𝑓𝑎 𝑥 = 𝑎𝑥 1 − 𝑥 , 0 < 𝑎 ≤ 4



Família Logística

• 𝑓𝑎 𝑥 = 𝑎𝑥 1 − 𝑥 , 0 < 𝑎 ≤ 4

𝑎𝑓𝑒𝑖𝑔 ≈ 3,5699
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Mapas Renormalizáveis
Definição: Seja 𝑓: 𝐼 → 𝐼 unimodal. Um intervalo 𝐽 ⊆ 𝐼 é dito 𝒌-
periódico se

• 𝐽 contém o ponto crítico;

• 𝑓𝑘 𝐽 ⊆ 𝐽 e

• 𝐽, 𝑓(𝐽), ⋯ , 𝑓𝑘−1(𝐽) têm interiores dois a dois disjuntos.

Se 𝑓 possui um intervalo 𝑘-periódico, é dita renormalizável.

Nesse caso, tomamos 𝑘 mínimo e Δ intervalo 𝑘-periódico maximal e 
definimos

ℛ𝑓 = 𝜑𝑓𝑘𝜑−1

onde 𝜑: Δ → 𝐼 é linear afim e sobrejetora.



Mapas Renormalizáveis

Obs: ℛ𝑓: 𝐼 → 𝐼 é novamente unimodal.

Definição: Dizemos que 𝑓: 𝐼 → 𝐼 é infinitamente renormalizável se 
para todo 𝑛 ∈ ℕ, ℛ𝑛𝑓 está bem definido e é renormalizável.

Equivalentemente, 𝑓 possui uma cadeia de intervalos periódicos Δ𝑛,

com períodos estritamente crescentes e múltiplos do anterior.
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Obs: ℛ𝑓: 𝐼 → 𝐼 é novamente unimodal.

Definição: Dizemos que 𝑓: 𝐼 → 𝐼 é infinitamente renormalizável se 
para todo 𝑛 ∈ ℕ, ℛ𝑛𝑓 está bem definido e é renormalizável.

Equivalentemente, 𝑓 possui uma cadeia de intervalos periódicos Δ𝑛,

com períodos estritamente crescentes e múltiplos do anterior.

Exemplo: f x = 𝑎𝑓𝑒𝑖𝑔𝑥(1 − 𝑥)



Resultado Principal
Teorema: Seja 𝑓 ∈ 𝒜 (a definir) infinitamente renormalizável. Seja 
𝑞 𝑛 o período do intervalo da 𝑛-ésima renormalização e  𝐽𝑛 =

𝑓𝑞(𝑛) 𝑐 , 𝑓2𝑞(𝑛) 𝑐 . Defina 𝐹𝑛 = ሪ
𝑖=0

𝑞 𝑛 −1
𝑓𝑖 𝐽𝑛 e  C(f) = ረ

𝑛∈ℕ
𝐹𝑛 . 
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Resultado Principal
Teorema: Seja 𝑓 ∈ 𝒜 (a definir) infinitamente renormalizável. Seja 𝑞(𝑛) o período 
do intervalo da 𝑛-ésima renormalização e  𝐽𝑛 = 𝑓𝑞(𝑛) 𝑐 , 𝑓2𝑞(𝑛) 𝑐 . Defina 𝐹𝑛 =

ሪ
𝑖=0

𝑞 𝑛 −1
𝑓𝑖 𝐽𝑛 e  C(f) = ረ

𝑛∈ℕ
𝐹𝑛.

• 𝐶(𝑓) é um conjunto de Cantor;
• 𝐶 𝑓 = 𝑐𝑙 𝑓𝑛 𝑐0 : 𝑛 ∈ ℕ e
• 𝐶(𝑓) atrai uma intersecção enumerável de abertos densos.



Hipóteses (definindo a classe 𝒜)
• Derivada Schwarziana:

S𝑓 𝑥 =
𝑓′′′ 𝑥

𝑓′ 𝑥
−

3

2

𝑓′′ 𝑥

𝑓′ 𝑥

2

Dizemos que 𝑓 ∈ 𝐶3 tem Derivada Schwarziana negativa se 𝑆𝑓 𝑥 < 0, ∀𝑥
tal que 𝑓′ 𝑥 ≠ 0.

Exemplos e Propriedades: 

• Polinômios de grau 2;

• Polinômios de grau 𝑛 com 𝑛 raízes reais distintas;

• É uma propriedade aberta em 𝐶3;

• A propriedade é preservada por composição de funções.

• Se 𝑓′ não se anula num intervalo, o mínimo de |𝑓′| é atingido na 
fronteira



Hipóteses (definindo a classe 𝒜)

Consequência: Se 𝑆𝑓 < 0 e 𝑓 possui uma órbita periódica atratora, 
então ela atrai o ponto crítico ou um ponto de extremidade.

Possibilidades para um homeomorfismo crescente com derivada Schwarziana negativa
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periódicos, pois 𝑐 seria periódico.



Hipóteses (definindo a classe 𝒜)

Consequência para ∞-renormalizáveis: Não existem atratores 
periódicos, pois 𝑐 seria periódico.

𝑐 𝑓 𝑐𝑓2 𝑐



Hipóteses (definindo a classe 𝒜)

Consequência para ∞-renormalizáveis: Não existem atratores 
periódicos, pois 𝑐 seria periódico.

𝑐 𝑓 𝑐𝑓2 𝑐
??

𝐹2



Hipóteses (definindo a classe 𝒜)

• Ponto crítico non-flat: Seja 𝑐 um ponto crítico de 𝑓. Dizemos que 𝑐 é 
non-flat se existe 𝑛 ∈ ℕ tal que

lim
𝑡→0

𝑓′(𝑐 + 𝑡)

𝑡𝑛+1
≠ 0

Exemplos e Propriedades:
• Se a derivada de alguma ordem não se anula em 𝑐, então 𝑐 é non-flat;
• Em particular, a propriedade é satisfeita para qualquer mapa unimodal 

real-analítico.
• Se 𝑐 é non-flat, então 𝑆𝑓 < 0 localmente;
• Se 𝑓: 𝐼 → 𝐼 é unimodal com ponto crítico non-flat e sem atratores 

periódicos, então a órbita passada de 𝑐 é densa em 𝐼.



Hipóteses (definindo a classe 𝒜)

Consequência para ∞-renormalizáveis: Toda cadeia decrescente 𝐽𝑛, 
onde 𝐽𝑛 é alguma componente conexa de 𝐹𝑛 tem intersecção unitária.

Caso contrário, o “tempo de retorno” de 𝐽 = ረ
𝑛

𝐽𝑛 e suas iteradas seria 

infinito, com 𝑖𝑛𝑡(𝐽) ≠ ∅. 

𝑥 ∈ 𝑓−𝑝 𝑐

𝐽 𝑦 ∈ 𝑓−𝑞 𝑐
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𝒜 = ൛𝑓: 𝐼 → 𝐼 unimodal, 𝑆𝑓 < 0 com ponto crítico non-flat}

𝑓𝑝 𝐽 𝑓𝑞 𝐽



A Bacia de 𝐶(𝑓)

𝐶 𝑓 atrai uma intersecção enumerável de abertos densos:

Fixe 𝑛. Quem entra em Δ𝑛?
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A Bacia de 𝐶(𝑓)

𝐶 𝑓 atrai uma intersecção enumerável de abertos densos:

Fixe 𝑛. Quem entra em Δ𝑛?

ሪ
𝑘

𝑓−𝑘 𝑖𝑛𝑡(Δ𝑛) é denso e aberto 

Se uma órbita entra em todo Δ𝑛, então acumula em 𝑐 e, 
consequentemente, em 𝐶(𝑓).

Logo, 𝐶(𝑓) atrai ሩ
𝑛

ሪ
𝑘

𝑓−𝑘 Δ𝑛



Outros Tópicos Relacionados

• A Bacia de 𝐶(𝑓) tem medida completa;

• Dinâmica Simbólica em 𝐶(𝑓);

• Extensão dos resultados para uma grande classe de mapas 𝐶2;

• Equivalência Combinatória ⇒ Equivalência Topológica;

• Dinâmica do Operador ℛ.
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